5.9 | Abbildungsraume J
S

Definition: Fiir je zwei K-Vektorrdaume V und W setzen wir

Homg (V,W) = {h: V — W | h K-linear}.

Proposition: Dies ist ein Untervektorraum des Raum@ aller Abbildungen,‘_/ — W. Aty Vel
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Proposition: Fir je zwei lineare Abbildungen f: V' — V und g: W s W ist die Abbildung

Cy s Homg (V. W) — Homg (V' W'), h+ goho f V—
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wohldefiniert und linear. Sind f und g Isomorphismen, so auch Cy ;. /
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Proposition: Die folgende Abbildung ist ein Isomorphismus von K-Vektorriumen: | =9 vV —w
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Proposition: Fiir jede geordnete Basis B = (vy,...,v,) von V und Jede geordnete Basis B’ = (wy, ..., wp,)
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von W ist die folgende Abbildung ein Isomorphismus:
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Satz: Fiir je zwei endhchdlmensmnale K-Vektorrdaume V und W gilt

K dimg Homg (V, W) = dimg(V) - dimg(W).
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Definition: Fiir jeden K-Vektorraum V' setzen wir

LEndK(V) = HomK(V,a

Proposition: Mit der Addition und Komposition von Endomorphismen sowie der Nullabbildung und der

identischen Abbildung ist (Endg(V'), +, 0,0y, ldvj ein Ring, genannt der Endomorphismenring von V. Im

Fall dimg (V') > 1 ist dieser nicht kommutativ.
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5.10 Dualraum

Definition: Der Vektorraum w

VY = Homg (V, K) Spickay Vdad

heisst der Dualraum von V', und seine Elemente heissen Linearformen auf V.

Proposition-Definition: Sei B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis eines K-Vektorraums V. Fiir jedes
1<i<nseil; € VY die linearm

gii V— K, 2?21 T;jV; = Tj.

Dann ist BY := (¢4,...,{,) eine geordnete Basis von V' genannt die duale Basis zu B.
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Satz: Fiir jeden K-Vektorraum V' gilt

dimg (V) falls dimg (V) < oo,

00 falls dimg (V) = oo.

dimg(VY) = {
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Beispiel: Fiir jede Menge I sei wie frither X! der Raum aller Abbildungen I — K und K) der Unter-

raum aller Abbildungen mit endlichem Tréiger. Dann ist der Dualraum (K )Y natiirlich isomorph zu K.

Insbesondere ist dim(V") > dim(V') im Sinne unendlicher Kardinalzahlen, wenn dim (V') = oo ist.
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Proposition: (a) Fiir jede lineare Abbildung f: V' — W ist die Abbildung

YWY VY bl lof
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wohldefiniert und linear. Sie heisst die duale Abbildung zu f.

(b) Fiir je zwei lineare Abbildungen f: U — V und g: V. — W gilt (go f)¥ = fY o g".

c) Die duale Abbildung der identischen Abbildung ist id}, = idyv.
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(d) Fiir jeden Isomorphismus f: V — Wist f¥: WY — V'V ein Isomorphismus.
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Proposition: Seien B eine geordnete Basis von V' und B’ eine geordnete Basis von W, und sei f VW

eine lineare Abbildung. Dann gilt
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